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6 节点无界元及其应用 
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摘  要：推导了 6 节点无界元的相关公式，并采用 VC++和 Matlab 混合编程的手段，设计了基于 Windows 操作平台的面向

对象的有限元与无界元耦合分析软件。应用该软件，成功的对某大型水电站地下硐室群的稳定性进行了有限元分析和有限元

与无界元耦合分析，验证了公式的正确性。分析表明，在无限域和半无限域的岩土工程问题中引入无界元可以达到消除“边

界效应”和提高计算效率的目的。 
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Abstract: Formulas of infinite element with 6 nodes are presented; and an object-oriented geotechnical infinite element(IE)-finite 
element(FE) coupling software based on Windows is designed by combining VC++ with Matlab. As its application, the stability of 
underground excavation of a hydropower project in Yunnan Province is calculated by FEM and IE coupled with FE method; so that 
the accuracy of formulas is proved. The analysis of the example shows that, when infinite or semi-infinite calculating zone is 
involved in, the application of IE coupled with FE may eliminate “boundary effects” and raise the efficiency of calculation.  
Key words: infinite element; finite element; couple; object-oriented 
 

1  引  言 

在大量的岩土工程有限元分析中经常遇到计

算区域为无限介质或半无限介质问题，其真实的边

界条件是无穷远处位移为零，例如矿山巷道、采场、

水电站地下硐室群等均属于这类问题。而有限元方

法处理这类问题时只能截取有限的区域，并对边界

附加近似的边界条件（力或边界约束），例如在对水

电站地下硐室群的围岩进行计算分析时，通常截取

从河谷到山脊的足够大的区域，近似地利用河谷和

山脊处的对称性而在相应的边界施加法向约束，这

必然使计算结果引入一定的误差和所谓的 “边界效

应”。事实上，对于同一个有限元网格、相同的材料

和荷载条件，仅仅因为边界约束条件的不同，其计

算结果就可能有较大差别。故在对地下空间结构围

岩进行稳定性分析时边界条件的确定是一个很值得

推敲的问题。另外，研究范围的选择也是一个相当

重要的问题，一般认为区域选得越大，计算结果越

接近实际，但选择的计算区域越大，所划分的结点

和单元数也就越多，这样必然会大大增加计算工作

量。实践表明，在有限元分析中引入无界元方法是

解决上述矛盾的有效措施，往往只要截取很小的计

算范围就够得到满足计算精度要求的结果和符合无

穷远处位移为零的边界条件。 

2  无界元的基本思想及其研究现状 
2.1  无界元的基本思想 

无界元是一个放射形的长条，一端与有限元相

接，另一端趋于无限元。根据其实现无限域积分的

方法的不同，可以划分为两类，即映射无界元和衰

减无界元。映射无界元是通过映射坐标实现无限域

的积分，直接在映射坐标中建立位移函数而满足无

限远处位移为零的边界条件；而衰减无界元基本思

想是适当选择单元形函数，使某维局部坐标趋近于
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1 时，整体坐标趋向无穷大，从而使实际计算范围

伸向无限远。同时，合理地选择位移函数，使无限

远处位移趋近于零，从而实现无限远处位移为零的

边界条件[1]。 
2.2  无界元的研究现状 

无界元的基本概念最先是由 R.L.Ungless 于

1973 年提出，此后 Zienkiewicz，Bettes，Beer，Meek
等发展了这种方法。20 世纪 70～80 年代，我国吕

明、葛修润、张楚汉等[2~4]都对无界单元进行了研究

并引入了实际应用。但 90 年代以后随着计算机运 
算速度的提高，因为扩大计算范围可以在一定程度

上削弱“边界效应”对计算敏感区域计算结果的影

响，因而导致无界元的研究工作有被逐渐轻视的倾

向。然而，笔者认为无界单元作为一种非常实用的

单元，仍然是值得肯定和推荐的，与其把有限的计

算资源花在对实际工程没有什么参考价值的扩大计

算区域上，不如引入无界元，然后在具有一定参考

价值的敏感区域划分更多的节点和更细密的计算单

元。 

3  6 节点无界单元模型 

由于无界元在无限域和半无限域力学分析中

的突出优点，不少研究者都各自采用和推荐了自己

的形函数和位移函数，但是几乎所有的三维公式推

导和算例都集中在 8 节点以上的无界元形式，以便

与 8～20 节点等参有限元配合使用。然而，对于现

实中的三维岩土工程问题，节理和断层等结构面的

切割，很难保证在有限元边界面的单元节点数全部

是规则的 4 节点以上单元，更多的时候为四面体单

元或者三棱柱单元所包含的 3 个节点。例如，图 2
为某水电站地下硐室群围岩稳定性分析模型，在边

界面上存在大量为 3 节点的单元。为了解决这种类

型的问题，本文推导与简单实用的 6 节点无界单元

的形函数和位移插值函数等相关公式。 
3.1  6 节点映射无界元 

图 1 为 6 节点映射无界元的示意图。图中(a)～
(c)分别对应于母单元、局部坐标系和映射坐标系。 
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图 1  6 节点无界元示意图 

Fig.1  Sketch of 6-node infinite element 

3.1.1  6 节点映射无界元的形函数 
为了实现无限域公式推导及无限域积分，可以

把图1(b)映射到图1(c)中的   中，使得 1  时

 ，以满足无限域的几何特性。映射坐标和局

部坐标之间的变换为 

/(2 )      或  2 /(1 )           （1） 

局部坐标和整体坐标之间的转换关系仍然可以表示

为插值函数的形式： 
6
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式中 iN 为形函数，其具体表达式为 
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(1 ), 4 ~ 6
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式中 iL 为面积坐标。3 个变量实际只有 2 个独立，

可令 1L  和 2L  ，则有 3 1 21L L L   。Jacobi
行列式表示为 
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式中 ( , , )i i ix y z 为 6 个节点的整体坐标； i
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3.1.2  6 节点映射无界元的位移函数 
映射无界元只适用于静力问题分析，其边界条

件一般均为无穷远处位移为零，故可以直接在映射

坐标中按照拉格朗日插值给定位移函数。对于 6 节

点无界单元有： 
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上述位移函数均满足在无限远处位移为零的

要求。所以有： 
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3.1.3  6 节点映射无界元的单元刚度 
为了实现在映射坐标中的积分，给出关系： 
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其中， 
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故其行列式的值为 
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映射无界元的单元刚度分析按等参元的步骤进行。 
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单元刚度矩阵中的  B 应该按相应的位移函数求导

得到，即有： 
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有研究认为[5]，无界单元也可以进行弹塑性分

析。但是笔者认为，无界元的重要功能是消除“边

界效应”和减少非必要的计算单元数和节点数，而

非进行塑性计算，故宜安置在工程外围的弹性区 
域，物性矩阵 D取用弹性物性矩阵，可不考虑材料

的非线性特性。 
3.2  6 节点衰减无界元 

6 节点衰减无界元如图 1(a)和图 1(b)所示，两

个图分别对应于母单元和局部坐标系。 
3.2.1  6 节点衰减无界元的形函数 

局部坐标和整体坐标之间的转换关系可以表

示为插值函数的形式，即式（2）。 
当 0  时，有 
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当 ≤0 时，形函数同式（3），形函数对局部

坐标的导数 /i iN   同式（5）。  

3.2.2  6 节点衰减无界元的位移函数 
6 节点衰减无界元的位移函数为 
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式中   0
i i iM M f r 为位移函数， 0

iM 可取为 ≤0时
的形函数 iN , ( )if r 为衰减函数，应该满足下列条件： 
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lim ( ) 0ir
f r


            （16） 

衰减函数的选择视问题的性质而定，应当选择

能正确反映无限远处的边界条件以及位移场的变化

规律。对于岩土工程问题常采用如下的简单形式： 

( ) ( / )i if r r r   或 ( ) exp(1 / )i if r r r     （17） 

式中  r 为任意一点到所选择的衰减中心的距离，

可称为衰减半径（衰减中心应该取在计算区域的几

何中心附近）； ir 为节点 i 的衰减半径；指数 ≥1，
通常取为 1 或者 2。 
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其中， 0
iM 取式（13），而 0 /i jM   按式（14）取值。 
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f f r
r 

  


  
            （19） 

3.2.3  6 节点衰减无界元的单元刚度 
衰减无界元的单元刚度分析也可以按等参元

的步骤进行，其计算式为 

         det d d de J   
T

k B D B      （20） 

单元刚度矩阵中的 B 表达式同式（12），相应项按

式（18）取值。Jacobi 矩阵表达式同式（4），只是

相应项应该按照式（5）或者式（12）取值。 

4  算例与分析 

根据上述思想，笔者采用 VC++和 Matlab 混合

编程的手段，设计了基于 Windows 操作平台的面向

对象的有限元与无界元耦合分析软件。程序中还引

入了可以与8节点有限元配合使用的8节点无界元，

其相应原理可参考相关文献[2]。 
图 2 为云南某水电站的有限元计算模型。模型

底部约束高程为 700 m，在主厂房轴线方向，有 1～
6 号机组，厂房各向外延伸 200 m，在垂直于主厂

房轴线方向，主厂房上游侧墙向上游延伸 200 m，

调压井垂直轴线向下游延伸 200 m。计算范围的单

元数为 84 917，节点数为 19 347，其地下硐室群主

要由主厂房、母线洞、主变室、尾水闸门室、调压

井等组成（图 3）。 
用上述模型对该水电站地下硐室群的开挖过程

进行了脆塑性模拟分析，为了简化计算，没有考虑

围岩的支护措施。表 1 给出了图 4 所示的相应关键

部位点的有限元计算值，1～3 号点分别对应于主厂

房、主变室和尾水闸门室的拱顶，4 号点对应于主

厂房的底板中心，5～10 号点分别对应于地下硐室

群高边墙相应的特征部位，表中点号后的 V 表示竖

向位移，负值意味着拱顶下沉，正值意味着底板隆

起，H 表示水平方向的位移，即洞周收敛。 
 

 
图 2  有限元计算网格 

Fig.2  Calculation mesh of FEM 

 

 
图 3  地下硐室群计算网格 

Fig.3  Calculation mesh of underground excavation 

 
表 1  特征点位移有限元计算值 

Table 1  FEM displacement results of keypoints 
不同机组（号）位移计算值/ cm 

点号 
1 2 3 4 5 6 

1V -2.40 -2.27 -1.90 -1.66 -2.06 -1.55 
2V -2.06 -1.93 -2.18 -1.68 -1.46 -1.36 
3V -1.30 -1.33 -1.03 -1.03 -0.90 -0.79 
4V 1.93 1.95 1.81 1.60 1.53 1.66 
5H -3.95 -4.02 -4.95 -8.60 -3.31 -3.11 
6H -2.60 -3.29 -3.86 -5.39 -4.16 -2.31 
7H -0.36 -0.84 -0.33 -0.38 -0.63 -0.77 
8H 0.12 0.05 0.21 0.21 -0.10 -0.19 
9H 0.27 0.60 0.52 0.39 0.09 0.82 

10H 0.52 -0.11 -0.13 -0.09 0.03 -0.07 
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图 4  用于对比的关键点 

Fig.4  Key points of being contrasted 

 

在有限元计算模型的基础上，缩小计算范围。

保持模型底部约束高程 700 m不变；在主厂房轴线

方向，由 1 号与 6 号厂房（机组）各向外延伸 100 m；

在垂直于主厂房轴线方向，由主厂房上游侧墙向上

游延伸 100 m，由调压井垂直轴线向下游延伸 100 
m，在侧面边界上应用 6 节点和 8 节点无界单元。

计算划分的单元数为 35 672，节点数为 8 067。计算

过程中采用了衰减无界元方法，其衰减中心取在地

下主厂房的中心位置。 
用上述无界元与有限元耦合模型对该水电站

地下硐室群的开挖过程进行了脆塑性模拟分析，不

考虑围岩的支护措施。表 2 分别给出了相应关键部

位点的计算值。 
 
表 2  特征点无界元与有限元耦合位移计算值 

Table 2  IE/FE displacement results of keypoints 
不同机组（号）位移计算值/ cm 点

号 1 2 3  4 5 6 

1V -2.53 -2.30 -2.08 -1.75 -2.05 -1.61 

2V -2.09 -2.00 -2.28 -1.72 -1.53 -1.33 

3V -1.37 -1.42 -1.08 -1.07 -0.91 -0.82 

4V 1.96 1.97 1.84 1.68 1.60 1.75 

5H -3.99 -4.13 -5.07 -8.95 -3.40 -3.22 

6H -2.63 -3.35 -3.87 -5.44 -4.31 -2.43 

7H -0.45 -1.00 -0.41 -0.49 -0.75 -0.82 

8H 0.23 0.11 0.34 0.36 -0.18 -0.30 

9H 0.38 0.64 0.59 0.45 0.13 0.89 

10H 0.63 -0.18 -0.22 -0.14 -0.01 -0.11 

 
经对比不难发现，上述两种计算模型在地下硐

室群的关键部位的计算结果比较接近，从而验证了

本文有关公式的正确性。用无界元与有限元耦合分

析，比单纯使用有限元分析减少了大量的计算工作

量。另外，在有限元分析中，因为人为引入了的边

界条件（底部固定约束，侧面边界施加法向约束），

在模型的底角和断层边界处出现不合理的塑性区

域，而引入无界元后该情况消失，说明无界元与有

限元耦合分析在一定程度上消除了边界效应的影

响。 

5  结  论 

（1）本文推导了 6 节点无界单元的相关公式。 
（2）采用 VC++和 Matlab 混合编程的手段，

设计了基于 Windows 操作平台的面向对象的有限

元与无界元耦合分析的软件。 
（3）应用所编制的程序，对某大型水电站进

行了有限元分析和有限元与无界元耦合分析，验证

了公式推导的正确性。 
（4）计算表明，在无限域和半无限域的岩土

工程问题中，引入无界元可以达到消除“边界效应”

和提高计算效应的目的。 
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